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Представлены результаты модели-
рования теплообмена при пленочном 
кипении жидкости в пористой среде на 
вертикальной стенке. Получено аналити-
ческое решение задачи с использованием 
модели Дарси-Бринкмана- Форхаймера.

Приведено результати моделю-
вання теплообміну при плівковому 
кипінні рідини в пористому середовищі 
на вертикальній стінці. Отримано 
аналітичне рішення задачі з використан-
ням моделі Дарсі – Брінкамана- Форхай-
мера.

The paper presents results of the 
modeling of heat transfer at film boiling of 
a liquid in a porous medium on a vertical 
heated wall. An analytical solution was 
obtained for the problem using  model in 
the Darcy-Brinkman-Forchheimer.

Бібл. 18, табл. 2, рис. 1.
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Вступ
Увага багатьох дослідників протягом останньо-

го часу зосереджена на вивченні процесів тепло- і 
масообміну в мікроканалах та мікропористих середови-
щах завдяки перспективам їх використання для тепло-
вого контролю в мікроелектроніці, теплових трубах, 
радіаторах. Моделювання процесів теплообміну при 
течії двохфазних теплоносіїв через пористе тіло акту-
альне також для дослідження теплофізичних процесів 
в системах захоронення ядерних відходів в енергетиці, 
геотермальних системах [1]. 

В роботі [2] досліджується двохфазний потік в по-
ристому середовищі на основі моделі двохфазної суміші 
з урахуванням та без урахування локальної термічної 

нерівноваги між теплоносієм і твердим тілом. Показано, 
що тепловій потік, число Рейнольдса і теплопровідність 
твердої фази істотно впливають на початок і завершення 
процесу фазового переходу.

Результати моделювання двохфазних процесів 
теплообміну в пористих середовищах, що характе-
ризуються наявністю двохфазних та однофазних зон  
з нерегулярними і рухомими границями між ними, 
представлені в роботі [3]. Математична модель в [3] 
використовується для розв’язання задачі повного фазо-
вого перетворення рідини в пару в пористих випарову-
вачах у вигляді труби [4] і дифузора [5]. Розроблено ал-
горитм згладжування ефективного коефіцієнта дифузії 
в перехідних областях від конвективного теплообміну 

cp − теплоємність при постійному тиску; 
dn – діаметр пори;
g − гравітаційне прискорення; 
G − масова витрата; 
h − коефіцієнт тепловіддачі; 
k − теплопровідність пари; 
K – проникність;

 − теплота пароутворення; 
q − тепловий потік;
T – температура;
u − x-компонента швидкості;
μ − динамічна в’язкість пари;
 − густина пари;

 − різниця густини рідини і пари; 
φ – пористість;

x, y − декартові координати;
 − товщина плівки;
 − безрозмірна перемінна. 

Безрозмірні параметри:
Ja − число Якоба;
Nu − число Нуссельта;
Ra − число Релея; 
Re − число Рейнольдса;
Fh – параметр.
Індекси нижні:
eff – ефективний;
s − пористе тіло;
w – стінка;

 − за межами плівки пари;
0 – відсутність пористого середовища.
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до двохфазної течії і від двохфазної течії до перегрітої 
пари. Модель нерівноважного двохфазного потоку в 
пористих тілах [6] використовується для дослідження 
високотемпературних процесів в пористому шарі, який 
виникає при фрагментації  палива ядерного реактора у 
випадку важкої аварії з руйнуванням активної зони [7].  
Показана залежність швидкості руху фронту змочуван-
ня від параметрів уприскування охолоджуючої рідини.

Результати чисельного моделювання процесу по-
вного випарювання рідини в анізотропному пористому 
середовищі, що отримані на основі моделі двохфазної 
суміші,  представлені в роботах [8, 9]. Відмічається, що 
при моделюванні процесу тепломасообміну при течії 
двохфазного потоку в пористих тілах необхідно врахо-
вувати різницю температур пористого тіла і теплоносія 
поблизу границі переходу від двохфазного потоку до 
пари при високих теплових потоках і високих швидко-
стях теплоносія.

Моделювання процесів теплообміну при плівковому 
кипінні на вертикальній стінці, що нагрівається, при 
відсутності пористого середовища розглянуто в роботах 
[10-12]. В роботі [13] представлено аналітичне рішення 
задачі стаціонарної течії і теплообміну в пористому 
шарі при плівковому кипінні рідини біля вертикальної 
стінки на основі моделі пористого середовища Дарсі–
Брінкмана. Ця модель використовується для малих 
значень чисел Рейнольдса   Для 
ReK>1 необхідно враховувати квадратичну поправ-
ку Форхаймера в рівнянні руху теплоносія. В даній 
статті продовжено дослідження теплообміну в пори-
стому середовищі при плівковому кипінні рідини на 
вертикальній стінці, що нагрівається, на основі моделі 
Дарсі – Брінкмана–Форхаймера, що дозволяє розшири-
ти область досліджень на великі значення чисел Рей-
нольдса.

Математична модель
Область теплообміну, що розглядається, представ-

лена на рис.1 [13]. Температура теплоносія на зовнішній 
границі плівки T∞  дорівнює температурі насичення при 
заданому тиску,  температура стінки вища, ніж темпе-
ратура рідини Tw>T∞, тепловий потік на стінці більший 
критичного значення. Приймається рівність темпера-
тур теплоносія і пористої матриці. Теплопровідність і 
конвективний тепломасопереніс в паровій плівці в по-
токовому напрямку  є незначними, в порівнянні з те-
плопередачею в напрямку, ортогональному до стінки. 
Розглядається два типи взаємодії на межі парової плівки 
та рідини: 1 – відсутність механічної взаємодії між па-
рою і рідиною, що рухається; 2 – нерухома рідина.  

Стаціонарний процес течії і теплообміну в 
плівці біля нагрітої стінки в пористому середовищі в 
наближенні пограничного шару можливо описати за до-
помогою модифікованої моделі Дарсі–Брінкмана–Фор-
хаймера [14]. Рівняння руху та енергії запишуться у 
вигляді

			                

						                   
							     

						                     

де cF – безрозмірна константа спротиву  Форхай-
мера [43]. При відсутності взаємодії на межі парової 
плівки і рухомої рідини розглядаються два типи гранич-
них умов: 
постійна температура стінки Tw = const 

 

                                  

		               

постійний тепловій потік на стінці  qw = const

                    
    

Рис. 1. Схема області плівкового кипіння
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Збільшення масової витрати через парову плівку 
при кипінні визначається за допомогою наступного 
рівняння балансу маси [15]

						                   

Запишемо рівняння руху (1) у безрозмірному 
вигляді

					                               

						                   

Рівняння (8) має симетрію, яку можна описати за 
допомогою наступного нескінченно малого генератора

Це означає, що функція U є інваріантом цього пере-
творення, і, згідно [16], її можна прийняти як новий не-
залежний аргумент. Тоді ми можемо використовувати 
заміну

						                 

Підставивши рівняння (10) у рівняння (8), можна 
отримати

Після розділення змінних та інтегрування, ми маємо

						                

Константа інтегрування дорівнює нулю через гра-
ничну умову на стінці

u = 0   при  y = 0.	
Ліва частина інтеграла в рівнянні (11) є еліптичний 

інтеграл першого роду. Обернена функція цього рішення

		               

де sn – еліптична функція Якоба,

в rootn  – n порядковий номер конкретного кореня рівняння

Слід сказати, що рівняння (8) – нелінійне 
диференціальне рівняння. Згідно [17], цей тип рівнянь 
може мати різні рішення. У цієї роботі рівняння (12) не 
є прийнятним як розв’язок розглянутої математичної 
задачі. Отже, ми спробуємо отримати інше наближене 
рішення. Для цього  проведемо лінеаризацію рівняння 
(8). Далі введемо невідому середню швидкість Um в 
останньому члені лівої частини рівняння (8). Це в 
результаті дає

					                              

Далі розглянемо два випадки взаємодії теплоносія 
на границі пара – рідина. Спочатку ми розглянемо випа-
док відсутності  механічної взаємодії на границі парової 
плівки і рухомої рідини, а потім випадок нерухомої 
рідини.

Рухома рідина
Відсутність механічної взаємодії на границі пара – 

рідина описується  граничними умовами (3), (4) або (5), 
(6). Безрозмірне рішення лінеаризованого рівняння (13) 
має такий вигляд
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Гранична умова  Tw = const
Використовуючи рівняння (7) та (18), можна отри-

мати

						                  

де  – товщина плівки за відсутності пористого середо-
вища [13]

Використовуючи підстановку , можна звести 
рівняння (19) до

					                              
 

де

Рівняння (20) має чотири корені, які є громіздкими 
і тому тут не представлені. Приблизний спрощений 
підхід передбачає, що Da0 ≈ Da. У рамках цього підходу 
можна отримати товщину плівки

Тоді приблизним розв’язком для числа Нуссельта є

						                 

де згідно [15]

Середню швидкість Um можна виразити з рівняння 
(14), наприклад 

						                 

Умова ReK > 1 вказує на необхідність врахування 
опору Форхаймера. Це означає, що при повільному русі 
рідини в пористому середовищі ми повинні, як зазви-
чай, розглядати задачу в рамках моделі для високих чи-
сел Дарсі. У цьому випадку рівняння (15) для середньої 
швидкості Um можна представити у наступній формі

				                                          

Підстановка рівняння (16) у рівняння (14) дає

						                 

Порівняння числового інтегрування рівняння (13) 
та приблизне аналітичне рішення (17) показує, що 
вони досить добре узгоджуються. Різниця між ними 
зменшується, якщо збільшуються безрозмірні параме-
три Da і Fh. З цих двох параметрів варіація числа Дарсі 
викликає найбільш помітний ефект. Як видно з рівняння 
(13) квадрат числа Дарсі включено до знаменника 
останнього доданка зліва. Зі збільшенням числа Дарсі 
роль останнього члену зменшується. Отже, різниця між 
чисельним та аналітичним рішеннями зменшується із 
збільшенням числа Дарсі.

Розкладання рівняння (16) у ряд Макларена дає 
розмірну форму середньої швидкості

						                 

Розглянемо два окремі випадки умов обігріву на 
стінці: Tw = const і qw = const.
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Як і очікувалось, збільшення параметра Fh призво-
дить до погіршення тепловіддачі. Очевидно, це можна 
віднести до появи додаткового гідродинамічного опору.

Гранична умова qw = const
Для цієї умови диференціальне рівняння (7) дає на-

ступне рівняння товщини парової плівки

Нажаль, це рівняння не може бути вирішене. Однак, за 
припущенням, ми можемо отримати приблизне рішення 
у наступному вигляді

Отже для числа Нуссельта маємо

						                 

Результати розрахунку чисел Нуссельта на основі 
рівнянь (21) та (22) вказують на те, що вплив пористості, 

виражений у вигляді числа Дарсі, на нормоване число 
Нуссельта майже однаковий для граничних умов Tw = 
const і qw = const. Отримані результати представлено в 
табл. 1.

Нерухома рідина
Стан нерухомої рідини на зовнішній межі 

парової плівки описується згідно граничних умов, що 
запропоновані  в роботі [18]:

у випадку постійної температури стінки Tw = const

						                  

		              

у випадку постійного теплового потоку на стінці  
qw = const

						                 

			               

Розв’язок безрозмірного лінеаризованого рівняння 
(13) з граничними умовами (23), (24) або (25), (26) має 

Tw = const qw = const
Умови на  
стінці

Умови на границі  
парової плівки

Профіль  
швидкості

Товщина 
 плівки

Число  
Нуссельта

Таблиця 1. Рухома рідина
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такий вигляд

						                 

Середню швидкість Um можна виразити з рівняння 
(13) як

У рамках підходу, що розглядається, для високих 
чисел Дарсі середню швидкість, можна представити у 
такій формі

						                 

Підстановка рівняння (28) у рівняння (27) дає

Розкладання рівняння (28) у ряд Макларена дає 
розмірну форму середньої швидкості

Зову розглянемо дві окремі умови на стінці: Tw = 
const і qw = const.

Гранична умова  Tw = const
Для випадку нерухомої рідини в роботі [18] запро-

поновано рівняння балансу маси у модифікованій формі

					                

де

					                               

є масовою витратою через плівку на одиницю довжини 
поверхні.
Використовуючи рівняння (29), (30) та (31), можна от-
римати

						                  

Підстановка  дозволяє перетворити рівняння 
(32) до вигляду

						                    

Знову ж таки, ми маємо чотири корені рівняння 
(33). Наближене рішення рівняння (32) для Da0 ≈ Da  
виглядає як

						                  

Рівняння (34) веде до наступного виразу числа  
Нуссельта 

						                  

Гранична умова qw = const
У цьому випадку ми маємо

						                 

Наближеним рішенням рівняння (36) є товщина 
плівки у вигляді
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та відповідне число Нуссельта

						                 

Порівняння чисел Нуссельта, розрахованими за 
рівняннями (35) та (37) показало, що вплив параметра 
Fh є дещо сильнішим, ніж за умови Tw = const. Рішення в 
рамках підходу Дарсі – Брінкмана–Форхаймера  зведені 
в табл. 2.

Висновки
Дана робота присвячена дослідженню тепловіддачі 

при кипінні рідини на вертикальній стінці, зануреній 
у пористе середовище, за умови зміни параметрів 
пористості та умов нагрівання стінки.

Отримано аналітичний розв’язок задачі за допомо-
гою моделі пористого середовища в наближенні Дарсі–
Брінкмана–Форхаймера. Використання цієї моделі 
дозволило розширити область досліджень для чисел 
Рейнольдса. 

Показано, що інтенсивність теплообміну під час 
плівкового кипіння в пористому середовищі слабша, в 
порівнянні з теплообміном при відсутності пористості і 
зменшується зі зменшенням проникності пористого се-
редовища. 

Визначено вплив параметра Форхаймера на 
теплообмін під час плівкового кипіння рідини в пори-
стому середовищі. Збільшення параметра Форхаймера 
призводить до погіршення тепловіддачі, що є більш 
значним при малих значеннях числа Дарсі. Вплив на 
тепловіддачу різних теплових граничних умов на стінці 
незначний.

Робота виконана за фінансової підтримки про-
грами наукових досліджень НАН України «Підтримка 
пріоритетних для держави наукових досліджень і 
науково-технічних (експериментальних) розробок», 
2020 – 2021 р. Проект «Розроблення науково-технічних 
засад інтенсифікації тепломасообміну в пористих се-
редовищах для матеріалів будівельних конструкцій та 
теплоенергетичного обладнання»
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Tw = const qw = const
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Таблиця 2. Нерухома рідина
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