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Приведено результати  вико-ристан-
ня теорії груп симетрії диференціальних 
рівнянь для розв’язання задачі тепло-
обміну в пограничному шарі ламінарних 
нестисних потоків. 

The results for application symmetry 
groups for solving the problem of heat 
transfer in the boundary layer of laminar 
incompressible flows are presented.
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Представлены результаты исполь-
зования теории групп симметрии диф-
фе-ренциальных уравнений для решения 
задачи теплообмена в пограничном слое 
ламинарных несжимаемых потоков. 

Вступ
Використання групового аналізу для дослідження 

диференціальних рівнянь дозволяє врахувати всі 
можливі варіанти рішень, виявити нюанси фізичних 
процесів [1]. Симетрії диференціальних рівнянь, що 
описують той чи інший фізичний процес, тісно пов’язані 
із властивостями автомодельності. Це дозволяє пере-
творити систему диференціальних рівнянь в частко-
вих похідних у звичайні  диференціальні рівняння або 
зменшити кількість незалежних змінних [2]. В роботі 
[3] використано груповий аналіз для отримання авто-
модельних рішень рівнянь ламінарного і турбулентного 
пограничного шару. Результати використання груп Лі 
для дослідження процесів нестаціонарного теплообміну 
при обтіканні сфери в області малих чисел Рейнольдса 
представлено в роботі [4].

В роботі [5]  показано результати досліджень змішаної 
конвекції в вертикально орієнтованому мікроканалі з гра-
ничними умовами проковзування на стінках. Розв’язок  
задачі отримано аналітично на основі групового аналізу 
та чисельно на основі решітчастого методу Больцмана 
(LBM). Отримано співвідношення, що дозволяють виз-

начити профілі швидкості і температури, а також число 
Нуссельта як функції чисел Кнудсена, Рэлея і Прандт-
ля. В роботах [6,7] представлено результати досліджень 
нестаціонарної течії нестисливої рідини в мікроканалах 
на основі аналізу симетрії при раптовому падінні тиску. 
Отримано нестаціонарні профілі швидкості, визначено 
умови переходу до повністю розвинутої течії.

Робота [8] присвячена дослідженню нестійкості по-
току нанорідини в криволінійних каналах, що обмежені 
двома концентричними циліндрами. Показано вплив 
концентрації наночастинок і числа Шмідта на стійкість 
потоку при позитивних і негативних температурних 
градієнтах. В роботі [9] представлено результати мо-
делювання процесів переносу теплоти, імпульсу і 
концентрації наночастинок в рідині в разі її стабільного 
плівкового кипіння біля вертикальної нагрітої 
поверхні. Отримано автомодельні форми змінних і 
диференціальних рівнянь для нанорідини за допомогою 
теорії груп Лі. Модель враховує ефекти броунівської і 
термофоретичної дифузії. Показано вплив концентрації 
наночастинок на теплопередачу.

Г – гама-функція;
a – температуро провідність;
p – тиск;
q – інфінітезимальний генератор;
T – температура;
u , v  − компоненти швидкості;
U∞ − швидкість на зовнішній межи пограничного шару;
x, y − декартові координати;
ν – кінематична в’язкість;

 − густина;

Безрозмірні параметри:
Nu − число Нуссельта;
Pr − число Прандтля; 
Re − число Рейнольдса.
Індекси нижні:
w – стінка;

 − на межи пограничного шару.
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На основі групового методу виконано аналіз лінійної 
нестійкості в задачі біоконвекції в сусп. зії гиротаксич-
них мікроорганізмів [10]. Визначено умови стабілізації 
системи.

Наведений короткий огляд робіт свідчить, що ви-
користання групових методів дає можливість отрима-
ти аналітичні рішення  різних задач теплообміну при 
течіях в пограничному шарі.

Математична модель та симетрії
Розглянемо приклад використання групового аналізу 

для розв’язання задач теплообміну в без градієнтному 
стаціонарному пограничному шарі за умови відсутності 
дисипації енергії.

 Система рівнянь стаціонарного температурного по-
граничного шару має вигляд [11] 

.

					                                

При розв’язанні задач теплообміну часто викори-
стають степінне наближення для описання профілів  
швидкості

				                 

Підстановка профілю (2) в друге рівняння системи 
(1) дає

						                   

Рівняння (3) допускає групу симетрії з інфініте-
зимальним генератором

 

Даний генератор надає наступні автомодельні форми

						                    

Симетрії С2 і С3 не пов’язані з С1. Тому вигляд функції 
s(x) не пов’язаний з виглядом автомодель-  ної змінної.

Підстановка (5) в рівняння (3) призводить до наступ-
ного рівняння

						                     

Аналітичний розв'язок
Далі розглянемо два варіанти: пограничний шар на 

теплопровідній стінці зі сталою температурою поверхні 
і пограничний шар на теплоізольованій стінці.

Теплопровідна стінка
У випадку теплопровідної стінки зі сталою темпера-

турою поверхні маємо

						                  

і рівняння (6) переходить в

					                              

Задаючись різними видами профілів швидкості (2) мож-
ливо легко проінтегрувати рівняння (8). Наприклад, для 
течії в області відриву пограничного шару можливо для 
величин в рівнянні (2) прийняти [12]

				                                            



	 Теплофізика та теплоенергетика, 2021, т. 43, №332

Тепло- і масообмінні процеси та апарати, теорія та практика сушіння

	 Теплофізика та теплоенергетика, 2021, т. 43, №3

При цьому рішення рівняння (8) має вигляд

						                     

звідки легко знайти вираз для локального числа  
Нуссельта [13]

						                 

Тут використано рівняння Бернуллі для зовнішньої 
течії. Однак, запропонований підхід дає більш загаль-
ний вираз для коефіцієнта тепловіддачі, який справед-
ливий для будь-кого закону зовнішньої течії.

При низьких значеннях числа Прандтля в рівнянні 
(2) можливо припустити

Тоді рішення рівняння (8) виглядає наступним чином

Відповідний вираз для коефіцієнта тепловіддачі має 
вигляд

				                                          

яке, при степінному розподілі швидкості, переходить в

						                     

Для більших чисел Прандтля в рівнянні (2) приймаємо

  

і рішення рівняння (8) призводить до наступної 
критеріальної формі

					                             

Теплоізольована поверхня
Для теплоізольованої поверхні вид функції s=s(x) 

визначається з умови перетворення рівняння (6) в авто-
модельне рівняння і співвідношення  

			            

Тут нижня границя інтегрування дорівнює 
нескінченності для необмежених по осі y і нулю – для 
обмежених.

Умову переходу до автомодельної форми можливо 
записати наступним чином

						                   

Рішення цього диференціального рівняння має ви-
гляд

						                    

Підстановка (16) в рівняння (14) показала, що

					                              

Таким чином, для теплоізольованої поверхні 
рівняння (6) набуває вигляду
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Рішення цього рівняння має  наступний вигляд

					                             

Підставляючи (16) с урахуванням (17) в (5) отримаємо

де константи інтегрування с1 и с2 замінено констан-
тою с. Кінцева залежність для розподілу температури 
виглядає наступним чином

						                 

Тут x0 х0 відповідає перетину пограничного шару, де 
температура стінки дорівнює Tw0. При цьому інтеграл в 
автомодельній змінній повинен мати границі 0 і х. Тоді 
при х = 0 виконується умова Т = Т . Вибираючи різні 
значення А і п можливо отримувати залежності профілів 
температури для різних типів течій.

Важливо відзначити, що рівняння (3) — є окремим 
випадком рівняння виду

						                  

де функції А(х) і В(х) не пов’язані між собою якимось 
додатковим співвідношенням. Однак це рівняння також 
допускає групу симетрії, яка генерує наступну автомо-
дельну змінну

 

Отримані рішення справедливі для окремих випадків 
градієнтних течії. В роботах [14,15] досліджувався 
теплообмін в пограничному шарі при степінному 
зовнішній течії і припущенні, що розподіл температури 
на стінці також задовольняє степінному закону

				               

При цьому вводяться модифіковані автомодельні 
форми разом з автомодельною функцією температури

						                 
Підстановка (24) у друге рівняння системи (1) дає

		             

Це рівняння розв’язується при граничних умовах

					                             

При п = 0 в рівнянні (23), тобто при постійній 
температурі поверхні, Э. Эккерт [11] отримав наступне 
співвідношення  для локального числа Нуссельта
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Висновки
Розвиток нових напрямків досліджень в галузі 

теоретичної теплофізики потребує достовірних 
аналітичних рішень, які б могли враховувати основні 
аспекти динаміки зміни фізичних параметрів в 
досліджуваних об’єктах. Однією з таких аналітичних 
методик є групи симетрії. 

На основі груп симетрії в статті вирішено задачу 
теплообміну в градієнтних ламінарних течіях. Впер-
ше отримано симетрії рівняння енергії для погранич-
ного шару при довільній маршевій змінній швидкості. 
Продемонстровані приклади використання методів 
групового аналізу до дослідження теплообміну в по-
граничному шарі нестисливої рідини. Розглянуто задачі 
теплообміну в пограничному шарі на теплопровідній 
стінці з постійною температурою і на теплоізольованій 
стінці. Отримано аналітичні залежності для профілів 
температури і коефіцієнтів тепловіддачі.
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The development of new areas of research in the field 
of theoretical thermophysics requires reliable analytical 
solutions that could take into account the main aspects 
of physical parameters in the studied objects. One such 
analytical technique is symmetry groups.

On the basis of symmetry groups the problem of heat 
transfer in gradient laminar flows is solved in the paper. 
For the first time, the symmetries of the energy equation 
for the boundary layer at an arbitrary changing velocity at 
marching direction are obtained. Examples of the use of 
group analysis methods for the study of heat transfer in the 
boundary layer of an incompressible fluid are demonstrated. 
The problems of heat transfer in the boundary layer on a 
heat-conducting wall with a constant temperature and on a 
heat-insulated wall are considered. Analytical relations for 
temperature and heat transfer coefficients distribution are 
obtained.
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Key words: heat transfer, laminar boundary layer, theory of 
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