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Розглянуто плин реального газу в прикордонному шарі за ударною хвилею з урахуванням ефекту прослизання на стінці. 
Показано вплив термодинамічних властивостей газу та ефекту прослизання на зміну коефіцієнта тепловіддачі.

     The flow of a real gas in the boundary layer behind the shock wave is considered, taking into account the slip effect on the wall. 
The influence of the thermodynamic properties of the gas and the slip effect on the change in the heat transfer coefficient is shown.

Бібл. 18, рис. 3. 
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Розуміння фізичних процесів, що відбуваються 
в прикордонному шарі за ударною хвилею, має ве-
лике значення для багатьох виробництв, зокрема, в 
аерокосмічній галузі [1,2]. Взаємодія ударної хвилі 
з прикордонним шаром є важливою особливістю 
високошвидкісної газової динаміки та важливим фак-
тором при проектуванні літальних апаратів. У роботі 
[3] представлений огляд поточного стану знань про 
фізику взаємодії ударних хвиль з прикордонним 
шаром загалом, структуру різних типів взаємодії, 
включаючи теплове. Проаналізовано дослідження 
з управління взаємодією ударних хвиль. Взаємодія 
ударної хвилі з турбулентністю є нелінійним проце-
сом, у якому обидва явища впливають одна на одну: 
ударна хвиля посилює пульсації, а турбулентність 
розширює зону ударного переходу [4].

За допомогою прямого чисельного моделюван-
ня проаналізовано характеристики теплообмінного 
процесу в надзвуковому турбулентному прикордон-
ному шарі з ударною хвилею, що набігає [5]. У робо-

тах [6,7] надано поточні характеристики механізму 
відриву прикордонного шару. Показано, що взаємодія 
гіперзвукових ударних хвиль і турбулентного при-
кордонного шару посилює теплообмін і може викли-
кати сильні локальні теплові навантаження, а також 
флуктуації потоку, що набігає, і неминучі механічні 
вібрації можуть сильно впливати на структуру течії 
і теплообмін [7]. 

Заслуговує на увагу моделювання процесів теп-
ло- і масопереносу в мікро- і наноканалах через вели-
ку кількість їх практичних застосувань. Особливо це 
стосується галузі динаміки розрідженого газу, де па-
раметри течії суттєво змінюються, і потрібно врахо-
вувати нові фізичні ефекти. У роботах [8-11] наведе-
но ряд аналітичних та чисельних рішень для потоків 
у розріджених умовах з різною конфігурацією по-
перечного перерізу каналів. Результати моделюван-
ня течій у пористих мікроканалах з урахуванням 
ефектів прослизання на стінках представлені у ро-
ботах [12-15].

cp ‒ питома теплоємність;
L ‒ довжина вільного пробігу молекули;
k ‒ теплопровідність;
T ‒ температура;
p ‒ тиск;
u ‒ складова швидкості в напрямку x;
υ ‒ складова швидкості в напрямку y;
x, y ‒ Декартові координати; 

 ‒ динамічна в’язкість;

ρ ‒ густина;
 ‒ напруга тертя;

Kn ‒ число Кнудсена;
Re ‒ число Рейнольдса.
Індекси:
0 ‒  значення параметру перед  хвилею;

 ‒  значення параметру поза пограничним шаром;
w ‒ значення параметру на стінці. 
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Останнім часом розробляється безліч інженерних 
технологій з використанням ударних хвиль у 
мікропристроях (мікродвигуни, мініатюрні вибухові 
пристрої та ін.). У зв'язку з тим, що поширення 
ударної хвилі призводить до різкого стрибка темпе-
ратури, тиску та інших параметрів, може виявитися, 
що фізичні процеси в потоці не можуть бути описані 
моделлю ідеального газу. Проблемі газодинаміки та 
теплообміну при взаємодії неідеального газу з удар-
ною хвилею приділяється достатньо уваги, і вона 
потребує подальшого вивчення. У статті розглянуто 
процеси теплообміну газу Ван дер Ваальса у при-
кордонному шарі за ударною хвилею з урахуванням 
теплофізичних властивостей газу та ефекту просли-
зання на стінці.

Математична модель.
Розглянемо прикордонний шар за прямою удар-

ною хвилею слідуючи роботі [16]. Ударна хвиля 
має постійну швидкість Us (рис. 1). Зовнішня течія 
за прикордонним шаром не залежить від часу t і 
поздовжньої координати х.

Система рівнянь нестаціонарного стисливого 
потоку в прикордонному шарі має вигляд

				                   

						                 

						                  

Розв'язання системи рівнянь (1)–(3) будемо шу-
кати за наступних граничних умов

				                   

      		               

На великих висотах можливі варіанти, коли 
щільність газу різко падає. В результаті на поверхні  
тіла, що обтикається,  виникають явища прослизан-
ня. Внаслідок чого на поверхні виникають стрибки 
швидкості та температури [8-10]. Ці ефекти опи-
суються другою та третьою граничними умовами 
(4). Таким чином, швидкість потоку на стінці не 
дорівнює нулю, а температура потоку біля стінки 
відрізняється від температури поверхні.

Крім того, приймемо, для динамічної в'язкості 
лінійну залежність від температури

					                            

постійну теплоємність та постійне число Прандтля

						                    

тобто

						                    

Як рівняння стану розглянемо рівняння Ван дер 
Ваальса

						                 

де R –  газова постійна, а та  b – константи Ван дер 
Ваальса.					   
Для малих значень параметрів a і b рівняння (9) мож-
на подати у вигляді

						                 Рис. 1. Розподіл швидкостей і температур  
в прикордонному шарі за ударною хвилею 
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Це рівняння можливо записати в безрозмірному вигляді

								                                                 

де

								      

– коефіцієнт стисливості і числа Ван дер Ваальса.
Для вирішення системи (1)-(3) перетворимо її до автомодельної форми. Для цього використовуємо модифіковане 
перетворення Іллінгворта-Стюартсона [17,18] для нормальної координати

												                                            

На її основі будуємо автомодельну змінну

													                                    

і функцію струму

													                               

де  автомодельна функція.
Поздовжню компоненту швидкості визначаємо з рівняння

													                              

Рівняння для нормальної компоненти швидкості визначаємо з рівняння нерозривності (1)

													                               

Підстановка (13) та (14) у (16) дає
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Враховуючи постійність теплоємності, приймемо для температури наступне співвідношення

												                               

Підстановка (15), (17) та (18) з урахуванням (6) та (8) у рівняння (2) та (3) дає

											                                                        

													                                

де модифіковані числа Эккерта і Брінкмана запишуться у вигляді

Тепер необхідно перетворити доданки I та II у рівняннях (19) та (20). Для цього можна використовувати 
рівняння (10) та (11). Їхня комбінація дає

															             
											                                                         

Використовуючи (21), отримаємо вирази для доданків I та II у рівняннях (19) та (20). Для доданку I маємо

Доданок II набуває вигляду
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Як видно з рівнянь, для ідеального газу (Waa=Wab=0) доданок I дорівнює одиниці, а доданок II дорівнює нулю. 
Таким чином, остаточно маємо

													                               

			 
													                                

Для ідеального газу (Waa=Wab=0) рівняння (22) та (23) перетворюються на рівняння, що отримані в роботі [16]. 
Система рівнянь (22) та (23) повинна вирішуватися за наступних граничних умов

					                                   

де число Кнудсена

Чисельне рішення системи рівнянь (22), (23) з граничними умовами (24), (25) отримано за допомогою про-
грами MATLAB. В результаті розрахунків були отримані профілі швидкостей, температур, коефіцієнти тертя та 
коефіцієнти тепловіддачі (числа Нуссельта).

Для розрахунку коефіцієнта тертя визначалася поверхнева напруга за рівнянням 

													                                  

На основі рівняння (26) можна розрахувати коефіцієнт тертя
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де число Рейнольдса введено згідно [16]

При виведенні рівняння (27) використовувалися співвідношення щільності (21) і в'язкості (6). З урахуванням 
співвідношень для щільності та в'язкості коефіцієнт тепловіддачі визначаємо за рівнянням

де 

В результаті отримаємо наступне співвідношення для числа Нуссельта

Ці рівняння справедливі для U /Us = 0.3 … 0.83 і  Pr = 0.7 … 1. 
Численні розрахунки на основі запропонованої моделі показали, що для ідеального газу (Waa=Wab=0) при 

нехтуванні ефектами прослизання (Kn=0) вирази для коефіцієнта тертя та числа Нуссельта узгоджуються з даними 
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роботи [16] та мають наступний вигляд

На рис. 2,3 показано вплив теплофізичних 
параметрів неідеального газу (числа Ван дер Ваальса)  
та ефектів прослизання (число Kn) на коефіцієнти 
тепловіддачі.	

Як і слід очікувати [10,11], прослизання призво-
дить до зниження інтенсивності процесів перенесення 
на стінці. Тому коефіцієнт тепловіддачі зменшується. 
Це обумовлено ослабленням взаємодії потоку з поверх-
нею. Як видно із рис. 2 ефект прослизання слабшає зі 

зростанням значення параметра Waa. Додатковий тиск, 
який описується параметром Waa нівелює ефект просли-
зання, посилюючи взаємодію потоку і поверхні. Навпа-
ки, зростання значення параметра Wab посилює ефект 
прослизання (рис.3). Через додатковий об’єм  ефект 
розрядження сприяє ослабленню взаємодії потоку з по-
верхнею.

Висновки
Отримано вирішення задачі течії та теплообміну в 

прикордонному шарі за ударною хвилею неідеального 
газу з урахуванням ефектів прослизання та термоди-
намічних (Waa, Wab) властивостей газу. 

Розрахунки показали, що зі зростанням значення 
параметра Waa за умови Wab = idem інтенсивність пере-
несення імпульсу та теплоти падає через додатковий 
тиск біля стінки. Навпаки, зростання значення параме-

Рис. 2. Залежність відносного числа Нуссельта від числа Kn при Pr=1,U /Us=0,5, T0/Tw=1,   
Wab=0: 1 ‒ Waa=0; 2 ‒ Waa= 0,1; 3 ‒ Waa=0,2

Рис. 3. Залежність відносного числа Нуссельта від числа Kn при Pr=1,U /Us=0,5, T0/Tw=1,  
Waa =0:  1 ‒ Wab =0; 2 ‒ Wab =0,1; 3 ‒ Wab =0,2
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тра Wab за умови Waa = idem призводить до збільшення 
молекулярної швидкості у більш вільному просторі, що 
інтенсифікує процеси переносу. 

Ефекти прослизання призводять до знижен-
ня інтенсивності процесів перенесення на стінці че-
рез ослаблення взаємодії потоку з поверхнею. Ефект 
прослизання слабшає зі зростанням значення числа  
Ван дер Ваальса Waa, що пояснюється додатковим ти-
ском. Це нівелює ефект прослизання, посилюючи 
взаємодію потоку та поверхні. Навпаки, зростання зна-
чення числа Wab посилює ефект прослизання через до-
датковий об’єм, ефект розрядження сприяє ослабленню 
взаємодії потоку з поверхнею.

Робота профінансована в рамках програми науко-
вих проектів НАН України (№ 6541230) «Підтримка 
пріоритетних для держави наукових досліджень і 
науково-технічних (експериментальних) розробок» 
2023–2025 (1230). Проект: «Розробка технічних засад 
нової високоефективної технології спалювання штуч-
них палив з твердих побутових відходів та біомаси у 
когенераційних енергоустановках з використанням вод-
ню, кисню, синтетичного та біометану для забезпечен-
ня енергетичної безпеки України».
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HEAT TRANSFER IN A REAL GAS FLOW IN THE 
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A mathematical model of nonideal gas flow in a 
boundary layer behind a shock wave is presented, taking 
slip effects into account. The model takes into account the 
effect of shock wave intensity (U /Us), physical (Pr) and 
thermodynamic (Waa, Wab) gas properties, slip effects (Kn) 
and surface temperature (T0/Tw). The results of calculations 
of the heat transfer coefficients (Nusselt number) depending 
on the Knudsen number and van der Waals parameters are 
presented.

It is shown that slip effects lead to a decrease in the 
intensity of transfer processes on the wall due to the 
weakening of the interaction between the flow and the 
surface. The slip effect weakens with increasing value of 
the Waa parameter, which is explained by the additional 
pressure. This eliminates the effect of slippage, enhancing 
the interaction between the flow and the surface. On the 
contrary, an increase in the value of the Wab parameter 
enhances the effect of slippage due to additional volume.
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