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Виконане аналітичне моделювання параметрів косої ударної хвилі в турбулентній адіабатичні течії газу. Для моделю-
вання використана модель Ренкіна-Гюгоніо, яка дала змогу отримати вираз модифікованої адіабати Гюгоніо для течії газу з 
різним ступенем турбулентності. Виконаний оціночний аналіз швидкості адіабатичного турбулентного потоку газу з різним 
степенем турбулентності під час його проходження через косу ударну хвилю. Отримана умова для виникнення вихідної 
головної косої ударної хвилі.

Analytical modeling of the parameters of an oblique shock wave in a turbulent adiabatic gas flow is completed. The Rankine-
Hugoniot model was used for modeling. This model allowed us to obtain the expression of the modified Hugoniot adiabatic for a 
gas flow with different degrees of turbulence. An analysis of the velocity of an adiabatic turbulent gas flow with different degrees of 
turbulence during its passage through an oblique shock wave is performed. The condition for the production of the initial main oblique 
shock wave was obtained.

Бібл. 15, рис. 2, табл. 1.
Ключові слова: коса ударна хвиля, число Маха, турбулентність, адіабата Гюгоніо, скачок тиску.

Вступ
Подальший розвиток таких галузей, як турбома-

шинобудування, аерокосмічна, атомна енергетика та 
багатьох інших, вимагає розробки нових наукових, 
інженерних і конструкторських рішень. 

Ряд сучасних інженерних застосувань вимагають 
вирішення проблем, що пов'язані з виникненням, розвит-
ком і затуханням ударних хвиль, їх розташуванням, си-
лою впливу елементи обладнання, а також інші технічні 

аспекти, оскільки ударні хвилі можуть змінювати 
електричні, механічні та теплові характеристики облад-
нання.

Ударні хвилі, які є значними нелінійними збурення-
ми і мають швидкості, що перевищують швидкість зву-
ку, виникають внаслідок розриву фізичних параметрів 
течії внаслідок досягнення межі переходу в надзвукову 
течію і навпаки. Зазначені параметри включають темпе-
ратуру, швидкість і тиск. Перехід супроводжується ут-

а – швидкість звуку;
ср – теплоємність при постійному тиску;
cυ – теплоємність при постійному об’ємі;
h – ентальпія; 
K – кінетична енергія турбулентності;
p – тиск; 
Т – температура; 
u, υ – проекції швидкості на осі координат;
V – швидкість;
α – половина кута нахилу поверхні клина;
β – кут нахилу ударної хвилі;	  

 – густина рідини;
λ – швидкісний коефіцієнт.
Комплекси:
Eu – число Ейлера;
Ма – число Маха;
Tu – рівень турбулентності.
Індекси:
n – нормальна складова;
t – геніальна складова;
1 – умова перед ударною хвилею;
2 – умова за ударною хвилею.
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воренням значних вихрових структур, інтенсифікацією 
процесів теплообміну та іншими ефектами, пов’язаними 
зі складною фізикою процесу переходу [1]. Утворення 
вихорових структур та термічні ефекти як чинники ви-
никнення турбулентного типу течій математично роз-
глянено в [2, 3].

Процес проходження потоку реального газу через 
пряму ударну хвилю з використанням умови Ренкіна-
Гюгоніо аналітично змодельовано в [4, 5], а турбулентну 
течію — у [6]. Авторами [4] виявлено вплив коефіцієнтів 
Ван-дер-Ваальса та ступеня стиснення на характеристи-
ки ударної адіабати. В роботі [5] отримано розв’язок умов 
Ренкіна – Гюгоніо в потоці газу з різною концентрацією 
наночастинок, що дає змогу проаналізувати динаміку 
зміни газодинамічних параметрів цього типу течії під 
дією ударна хвиля. У [6] було виведено рівняння для 
адіабати Гюгоніо в турбулентному потоці газу.

У роботі [7] проведено аналітичний аналіз 
взаємодії ударної хвилі з надзвуковими параметрами та 
слаботурбулентної течії. При моделюванні використову-
валися класичні умови стрибка тиску Ренкіна-Гюгоніо. 
Результати показали, що турбулентність потоку посилює 
взаємодію ударних хвиль, тоді як температура потоку 
після удару значно зростає.

Автори [8] розглянули вплив різних чисел Маха 
(Ма) і термодинамічного стану системи на форму-
вання косих сачків ущільнення. Встановлено, що 
якщо термодинамічна система перебуває в стані, коли 
виконується умова Г˂1 (де Г – фундаментальна похідна 
газової динаміки [9]), то це є умовою для виникнення 
неідеальних косих ударних хвиль. Таке явище характер-
не для робочих тіл, що піддаються високоентальпійному 
стисненню, а також робочих тіл, що використовуються в 
системах відновлюваної енергетики.

В [10] досліджували вплив косих ударних хвиль 
у неідеальному газі зі значенням основної похідної 
газодинаміки менше одиниці. Встановлено, що косі 

ударні хвилі збільшують число Маха в 1,5 рази порівняно 
з до ударним значенням цього параметра. Модель Ван-
дер-Ваальса підтверджує, що неідеальні ударні хвилі 
можуть спостерігатися в речовинах з простою молеку-
лярною структурою.

Метою даної статті є аналітичне моделювання роз-
витку косої ударної хвилі в турбулентному потоці газу 
з урахуванням адіабатичних умов. Наскільки відомо ав-
торам цього дослідження, така постановка математичної 
задачі, що сформульована в даній публікації практично 
не досліджувалася раніше. Що складає певну наукову 
новизну отриманих нижче результатів аналітичного мо-
делювання.

Математична модель
Розглянемо надзвукову течію, яка находить на 

клин із пів кутом  (рис.1). На куті рампи під кутом β 
утворюється ударна хвиля. Для математичного опису 
задачі використовуємо систему координат х'-o'-у'. 

Процес проходження газу через нормальну удар-
ну хвилю можна описати наступною системою, яка є 
одновимірною за координатами та 2-вимірною за компо-
нентами швидкості

				                  

Рис.1. Схематичне зображення постановки задачі 
Fig. 1. Schematic representation of the problem statement
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У рівняннях (1) – (5) V, визначена як

				                             

Поєднання рівнянь (1) і (2), (1) і (3), а також (1) і (5), 
а потім інтегруючи, отримуємо

	                                         

З (7) і (9) зрозуміло, що при проходженні пото-
ку через косу ударну хвилю тангенціальна складова 
швидкості зберігається. Різко змінюється лише нормаль-
на складова. З (7) і (11) очевидно, що кінетична енергія 
турбулентності зберігається при проходженні через 
ударну хвилю.

			                 

У цьому наближенні, заснованому на гіпотезі 
Марковіна [11], ми нехтуємо флуктуаціями густини.

Після врахування рівнянь (12) – (14) у вирази (7), (8) 
і (10) набувають наступного вигляду

					                    

		             

Тут ми використали правила усереднення Рейноль-
дса [12] для фізичної величини

				               

Система (15) – (17) замикається за допомогою 
рівняння стану ідеального газу

				                              

де  індивідуальна (питома) газова стала разом із 
співвідношенням Майєра

				                                

 – питома теплоємність (де  – ізохорна 
теплоємність).

Тепер рівняння (17) трансформується в

						                  

Далі розглянемо адіабату Гюгоніо. Враховуючи рівняння 
(15), ми можемо переписати рівняння. (16) як

	              

і використовуючи коефіцієнт множення для цього 
рівняння

						                   

можна прийти до відношення

						                  

Поєднуючи рівняння (21), (22) і (24), отримуємо

						                  

де

						                  

Рівняння (25) спрощується до вигляду
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Рівняння (25) описує модифіковану адіабату Гюгоніо. Для ламінарного потоку з Eu = 0 рівняння (25) зводиться 
до відомого виразу адіабати Гюгоніо в ламінарному потоці [11-15].
Далі представляємо число Ейлера в наступному вигляді

													                                  

Далі визначимо співвідношення між швидкостями течії до і після ударної хвилі. Рівняння (16) необхідно пере-
форматувати

														                     

Також  рівняння (21) переформулюємо наступним чином

														                      

Константу в рівнянні (30) можна знайти, записавши це рівняння для критичних умов, у яких швидкість потоку 
дорівнює швидкості звуку a*. Тоді можна отримати з рівняння (30)

													                                  

Тому маємо
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Аналогічно для умов після ударної хвилі можна отримати

													                                   

Після цього перепишемо рівняння (29) з огляду на рівняння (33) і (34), в результаті чого маємо швидкісні 
коефіцієнти для ізотропної турбулентності

														                     

Рівняння (35) є модифікованим законом Прандтля для ударної хвилі. За умови  = 0 з  (32) видно, що перед удар-
ною хвилею швидкість потоку надзвукова, а після неї нормальна складова швидкості дозвукова. Якщо течія турбу-
лентна, то за умови

												                     

потік після ударної хвилі надзвуковий.
Знайдемо вираз для ударного поляру. Для цього використаємо проекцій швидкостей у системі координат х-о-у

													                  

Враховуючи вирази (37) – (40) ми знайдемо

														                        

									       

Якщо використати як масштаб швидкість звуку перед ударною хвилею а1, то підстановка. (41) - (43) в (35) дає
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Результати
Розрахунки за формулою (27) показують, що зі 

збільшенням ступеня турбулентності потоку вели-
чина стрибка тиску за умови   = const та для  
k = 1,4 зростає (Табл. 1.). Чим вище значення ступеня 
турбулентності, тим вища точка виходу ударної адіабати 
на асимптоту тиску. Таке збільшення стрибка тиску, оче-
видно, пояснюється тим, що потік з високим ступенем 
турбулентності має великий запас кінетичної енергії, яка 
при проходженні через ударну хвилю перетворюється на 
стрибок тиску. Також зі збільшенням числа Ейлера (чис-
ла Маха) величина стрибка тиску зростає лінійно.

Залежність (44), називається ударною поляр-
ною. Проведений математичний наліз (44) для течії 
без турбулентності та з турбулентністю показав, що 
наявність турбулентності збільшує швидкість потоку за 
ударною хвилею навіть для прямої ударної хвилі (β=0). 
Таку ж тенденцію мають ударні полярні криві за умо-
ви   Ма1 = const. Результати аналізу також вказують на 
те, що при фіксованих значеннях параметрів  чи Ма1 
існує таке значення , при якому може існувати 
тільки один тип ударної хвилі. Якщо при фіксованих 
значеннях параметрів  чи Ма1 виконується умова  

, то це означає, що коса ударна хвиля більше не 
може існувати. У цьому випадку виникає носова ударна 
хвиля. Зі збільшенням рівня турбулентності величина 
αmax зменшується. Іншими словами, в цьому випадку го-
ловна ударна хвиля виникає при менших значеннях кута 

. Отже, це збільшує аеродинамічні втрати.
Співвідношення між кутами  і β при фіксованому 

значенні числа Маха отримаємо з рівняння (35). В ході 
метематичних перетворень маємо:

						                 

Залежність кута  від кута β наведена на рис. 2 для 
потоку з розвиненою турбулентністю. Аналіз залежності 
кута β від кута β для потоку з турбулентністю показав, 
що кожному значенню кута  відповідають два зна-
чення кута β. Ліворуч від максимуму  лежать зна-
чення кута β, які відповідають слабким ударним хвилям, 
а праворуч від максимуму  – сильним ударним 
хвилям. При збільшенні турбулентності діапазон зна-
чень кута β звужується, а значення  зменшується, 
як зазначено вище. Така ж тенденція спостерігається і 
для ударної поляри при різних рівнях турбулентності.

Підвищення рівня турбулентності призводить 
до зменшення , що викликане зменшенням кутів 
ударної хвилі. Зі збільшенням рівня турбулентності 
збільшується швидкість за ударною хвилею. Це при-
зводить до зменшення кутів Маха, а це, в свою чергу, 
зумовлює зниження .

Положення точки  знаходиться як точка ек-
стремум оберненої функції (45). Зазначена точка може 
бути отримана як розв’язок трансцендентного рівняння 
для кута β = βmax.

Висновки
Модифікована модель косої ударної хвилі в тур-

булентному потоці була використана для виведення 
адіабатичного рівняння Гюгоніо для стисливого турбу-
лентного потоку. Виявлено, що зі збільшенням ступе-
ня турбулентності потоку величина стрибка тиску для 
одних і тих же значень співвідношення  зростає. 
При цьому асимптота стрибка тиску досягається тим 
пізніше, чим вище ступінь турбулентності. При цьо-
му максимальний ступінь стиснення газу не залежить 
від рівня турбулентності і дорівнює шести. Збільшення 

1 1 1 1
2 2,75 3,5 5
3 6,66 8,33 13,66
4 11,5 19 34
5 29 53 101
6 1000 1000 1000

Табл.1. Залежність ступеня стиснення газу в ударній хвилі при різній турбулентності потоку
Table 1. Dependence of the degree of gas compression in a shock wave at different flow turbulence
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стрибка тиску, очевидно, пояснюється тим, що потік 
з більшим ступенем турбулентності має великий запас 
кінетичної енергії, яка при проходженні ударної хвилі 
перетворюється на стрибок тиску.

Отримано модифіковане рівняння Прандтля (35) для 
косої ударної хвилі, яке враховує коефіцієнти швидкості 
перед ударною хвилею та за нею. Виявлено, що нор-
мальна складова швидкості за ударною хвилею зростає 
зі збільшенням рівня турбулентності, а тангенціальна 
складова, не змінюється при проходженні потоку че-
рез ударну хвилю. Зрозумілим стає те, що загальна 
швидкість за ударною хвилею зростає зі збільшенням 
рівня турбулентності. Дане явище можна пояснити тим, 
що енергія турбулентності підтримує високошвидкісний 
режим течії навіть після ударної хвилі.

Отримано рівняння для ударної поляри (44) , яке 
показує зв’язок між компонентами швидкості до та 
після ударної хвилі, а також виявляє зв’язок між кутом 
відхилення потоку та кутом ударної хвилі. 

Виявлено вплив турбулентності на форму ударної 
поляри. А саме, турбулентність зменшує діапазон мож-
ливих кутів ударної хвилі та збільшує ймовірність 
вихідної головної ударної хвилі. Крім того, отримано 
аналітичну залежність між кутом відхилення потоку та 
кутом ударної хвилі.
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The study of shock wave processes is relevant for 
obtaining information about the strength properties 
of various equipment, materials, elements of building 
structures, polymer crystals.

In this study, analytical modeling of the dynamics 
of changes in the parameters of a turbulent gas adiabatic 
flow that runs into a wedge is performed. As a result of the 
interactions of the flow and the wedge-shaped surface, a 
break in the flow parameters occurs, the so-called oblique 
shock wave. The study was performed using the Rankine-
Hugoniot model, which describes the relationship between 
the flow states on both sides of the oblique shock wave.

As a result of mathematical transformations, the 
Rankine-Hugoniot jump condition for a turbulent adiabatic 
gas flow was obtained, which is also the equation of the 

shock adiabat. The relationship between the flow velocities 
before and after the shock wave was determined, which 
made it possible to obtain a modified Prandtl law for the 
shock wave at different values of flow turbulence. The 
influence of turbulence on the shock polar was revealed. 
Namely, turbulence reduces the range of possible shock 
wave angles and increases the probability of the main shock 
wave emerging. In addition, an analytical relationship 
between the angle of inclination of the wedge surface and 
the angle of the shock wave is obtained.
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